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Digitalna obrada signala

Predgovor

Digitalna obrada signala spada u relativno mladu nau¢nu oblast koju
karakteriSe izuzetno dinamican i rapidan razvoj u poslednjih nekoliko decenija
zahvaljujuc¢i izuzetnom napretku na poljima mikroprocesora, mikrokontrolera i
raCunarske i softverske industrije generalno. Jeftina i relativno brza digitalna kola
omogucila su izgradnju visoko sofisticiranih digitalnih sistema sposobnih da
obavljaju sloZene funkcije i zadatke digitalne obrade signala, koji su obi¢no suvise
slozeni i/ili ekonomski neisplativi da bi se izvrSavali koriS¢enjem analogne
elektronike ili sistema za analognu obradu signala. Upravo zbog toga se mnogi
zadaci obrade signala, odnosno analize vremenski promenljivih fizickih procesa,
a koji su se tradicionalno izvrsavali analognim putem, danas obavljaju pomocu
jeftinijeg i Cesto pouzdanijeg digitalnog hardvera. Razvoj savremenih sistema za
obradu signala se danas bazira uglavnom na digitalnoj tehnologiji.

Tehnologija digitalne obrade signala i njen dramati¢an napredak znacajno
su uticali na savremeno drustvo u svim oblastima, poput kompjuterskog
inZenjeringa, elektronske industrije, telekomunikacionih sistema, biomedicinskog
inzenjerstva, audiotehnike i muzicke industrije generalno, seizmologije, robotike
itd. Bez digitalne obrade signala, ne bismo imali Internet u ovakvoj formi razmene
audio i video materijala, digitalno snimanje, digitalne kamere, mobilne telefone,
digitalnu satelitsku i televizijsku tehnologiju, kao ni Zi¢ne i beZi¢ne mreZe.
Medicinski instrumenti bi bili manje efikasni ili ne bi mogli da pruze korisne
informacije za preciznu dijagnozu bez digitalnih EKG analizatora, digitalnih
rendgenskih i medicinskih sistema za prikaz slika. Takode bismo Ziveli na mnogo
manje efikasan nacin, jer ne bismo imali napredne sisteme za prepoznavanje glasa,
sisteme za sintezu govora, kao ni sisteme za obradu slike i videa. Bez digitalne
obrade signala, naucnici, inZenjeri i tehniCari raznih profila ne bi imali na
raspolaganju moc¢ne alate za analizu i vizuelizaciju podataka, dizajniranje, i sli¢no.

Autori ne zele da impliciraju da je digitalna obrada signala najbolje i
najispravnije reSenje za sve probleme obrade signala. Na primer, za mnoge signale
sa izuzetno Sirokim spektrom ucestanosti, koji se koriste u telekomunikacionim
mrezama, neophodna je obrada u realnom vremenu. Za takve signale, analogna
ili, mozda cak, opti¢ko procesiranje signala je jedino moguce reSenje. Medutim,
u primenama gde su dostupni digitalni sklopovi, koji mogu da izvrSe obradu
signala dovoljno brzo, obi¢no je digitalna obrada signala pozeljniji izbor.

Posebna draz digitalne obrade signala lezi u uskoj povezanosti teorije i
prakse. Softverske tehnologije na danas$njem stupnju razvoja i njihova Siroka
rasprostranjenost omogucavaju da se steCeno teorijsko znanje i mnogobrojni
algoritmi za digitalnu obradu kontinualnih signala, za simulaciju kontinualnih
procesa i sistema, kreativno primeni u reSavanju prakticnih problema. Takav

il



Digitalna obrada signala

koncept savremene nastave gde se uspostavlja bliska relacija teorije 1 prakse
znacajno pospesuje i olakSava proces uspesnog savladavanja ove znacajne naucne
oblasti. Stoga, u celoj knjizi primetna je tendencija balansiranog pristupa izmedu
izloZene teorije i prakti¢ne primene. Za re$avanje pojedinih prakti¢nih problema
primenjivan je softverski paket MATLAB, proizvodaca MathWorks. U pitanju je
najpoznatiji softverski alat koji se koristi u praksi za reSavanje problema digitalne
obrade signala. Ova naucna oblast inae spada u veoma kompleksne i
multidisciplinarne, i samim tim potrebna su znanja Sirokog spektra da bi se
uspesno savladala. Odnosno, ukoliko pojedinac Zeli da napreduje u ovoj oblasti
mora konstantno da se usavrsava kako bi uspesno odrzavao korak sa intenzivnim
razvojem digitalne obrade signala. Naravno, glavni preduslov za to jeste temeljno
poznavanje fundamentalnih osnova obrade signala.

Cilj ove knjige je da ¢itaocima omoguci uvod u osnovne alate i tehnike za
analizu u digitalnoj obradi signala. Prvi korak predstavlja uvodenje neophodne
terminologije i opisivanje vaznih operacija koje su povezane sa procesom
pretvaranja analognog signala u digitalni oblik pogodan za dalju digitalnu obradu.
Digitalna obrada analognih signala ima odredene nedostatke. Prvi i najvazniji
jeste da konvertovanje analognog signala u digitalni oblik (koje se realizuje
odabiranjem signala i kvantizacijom tih odbiraka) dovodi do izobli¢enja koje
sprecava potpunu rekonstrukciju originalnog (izvornog) analognog signala na
osnovu kvantizovanih odbiraka. Kontrola nivoa ovog izobliCenja postize se
pazljivim dizajnom, odnosno pravilnim izborom frekvencije odabiranja i
povecanom precizno$cu u procesu kvantizacije. Drugo, postoje efekti ogranicene
(konacne) preciznosti koji se moraju uzeti u obzir prilikom digitalne obrade
kvantizovanih odbiraka. lako su ova vazna pitanja delimi¢no razmatrana u ovoj
knjizi, glavni akcenat je stavljen na analizu i projektovanje sistema za digitalnu
obradu signala i racunarske tehnike. Knjiga sadrzi devet poglavlja u kojima je
obradeno redom: reprezentacija diskretnih signala i sistema u vremenskom i
frekvencijskom domenu, linearni vremenski invarijantni sistemi (eng. Linear
Time Invariant - LTI), Furijeova transformacija (eng. Fourier Transformation -
FT), z transformacija, diskretna Furijeova (eng. Discret Fourier Transformation -
DFT) i brza Furijeova (eng. Fast Fourier Transformation - FFT) transformacija,
diskretizacija kontinualnih signala, funkcija prenosa i frekvencijski odziv LTI
sistema, digitalni filtri sa beskona¢nim impulsnim odzivom (eng. Infinite Impulse
Response - IIR) 1 kona¢nim impulsnim odzivom (eng. Finite Impulse Response -
FIR).

Knjiga je namenjena prvenstveno studentima osnovnih akademskih
studija Fakulteta za informacione tehnologije, Alfa BK Univerziteta u Beogradu.
Medutim, moze da bude od koristi 1 ostalim zainteresovanim c¢itaocima da se
upoznaju sa osnovama ove savremene naucne oblasti.

Beograd, februar 2026. godine
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1. Diskretni signali i sistemi: analiza u vremenskom
domenu

Ciljevi

Cilj ovog poglavlja je da citaoci steknu osnovno razumevanje pojma
signala i sistema u kontekstu digitalne obrade signala. Poseban fokus stavljen je
na razlikovanje pojmova analognih, diskretnih i digitalnih signala, kao i na
razumevanje procesa odabiranja i kvantizacije. Citaoci bi trebalo da ovladaju
osnovnim operacijama nad diskretnim signalima i nizovima, da prepoznaju i
koriste tipi¢ne diskretne sekvence koje se Cesto susre¢u u praksi. Poglavlje ima za
cilj i da se analiziraju osobine diskretnih sistema, sa posebnim akcentom na
linearne vremenski invarijantne sisteme (LTI), koji su kauzalni i stabilni.
Definisan je pojam impulsnog odziva sistema i ¢itaoci se upoznaju kako se na
osnovu te karakteristike odreduje odziv na svaku pobudu primenom matematicke
operacije konvolucije. Na kraju, ¢itaoci se osposobljavaju da modeluju diskretne
sisteme pomocu diferencnih jednacina i blok dijagrama, odnosno da uvide razlike
izmedu FIR i IIR sistema.

1.1 Uvod

Signal se moze definisati kao bilo koja fizicka veli¢ina koja se menja u
vremenu, prostoru, ili u zavisnosti od neke druge nezavisne promenljive ili vise
promenljivih. Matematic¢ki se opisuje kao funkcija jedne ili viSe nezavisno
promenljivih. Jedan primer prirodnog signala je elektrokardiogram (EKG). Takav
signal lekaru pruza informacije o stanju srca pacijenta. Slicno tome,
elektroencefalogram (EEG) pruza informacije o aktivnosti mozga. Govor,
elektrokardiogram i elektroencefalogram su primeri signala koji nose informacije
i predstavljaju se kao funkcije jedne nezavisne promenljive — vremena. Primer
signala koji je funkcija dve nezavisne promenljive jeste signal dobijen analizom
slike. U tom sluc¢aju, nezavisne promenljive su prostorne koordinate. Ovo su samo
neki od brojnih primera prirodnih signala koji se susrecu u praksi.

U opsSem slucaju, nezavisna promenljiva moze biti bilo koja fizicka
veli¢ina. Ipak, najcesce je u pitanju vreme, te se uobicajeno signali posmatraju
kao funkcije vremena. Signal je nosilac odredene informacije. Sadrzaj informacije
koju on nosi zapisan je u promenama funkcije ili nekog od njenih relevantnih
parametara. Imajuci to u vidu, jedna od definicija signala bi mogla da glasi i da je
to svaka fizicka veli¢ina koja je funkcija vremena i koji nosi informaciju o nekoj
veli€ini od interesa.
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Signali koje koristimo u stvarnom Zivotu najcesce su analogni signali. To
su signali koji su neprekidna funkcija vremena, a ¢ija amplituda moze uzimati
proizvoljnu vrednost, ali iz nekog dozvoljenog opsega vrednosti. Primeri takvih
analognih signala ukljucuju struju, napon, temperaturu itd. Ustvari, ve¢ina signala
nastalih iz prirodnih izvora, kao i vestacki generisanih (eng. man-made) su
analogni. Sa druge strane, diskretni signali su definisani samo za diskretne
vrednosti nezavisne promenljive vremena. Diskretni signali nastaju
diskretizacijom analognih signala uz posStovanje odredenih uslova za realizaciju
tog postupka. Medutim, postoje i signali koji se izvorno formiraju u diskretnom
obliku (npr. dnevni kursevi valuta, digitalni senzori koji mere neke veliine u
tatno odredenim vremenskim trenucima, itd.). Ukoliko se dodatno izvrsi
kvantizacija amplitude diskretnog signala dobija se digitalni signal.

Generalno, sistem za obradu signala vrsi transformaciju ulaznog signala
u izlazni signal Zeljenog formata. Sistem se dakle moze definisati kao fizicki
uredaj koji obavlja neku operaciju nad signalom. Na primer, filter koji se koristi
za smanjenje Suma i interferencije, koji deformisu Zeljeni signal (koji je nosilac
informacije), naziva se sistem. U ovom slucaju, filter, odnosno sistem za obradu
signala, vrSi odredene operacije nad signalom, Ciji je efekat eliminacija ili
smanjenje (filtriranje) Suma i interferencije iz zeljenog signala koji nosi
informaciju. Kada se signal ,,propusti“ kroz sistem kaze se da je signal obraden.
U ovom naSem primeru filtra, obrada signala podrazumeva filtriranje Suma i
interferencije iz zeljenog signala.

U ovom poglavlju predstavljen je osnovni koncept digitalne obrade
signala. Potom je opisano predstavljanje diskretnih signala i sistema u
vremenskom domenu. Tipicni diskretni signali i nizovi koji nalaze Siroku upotrebu
u prakti¢nim primenama prikazani su u nastavku. Od posebnog interesa su linearni
vremenski invarijantni sistemi, koji su stabilni i kauzalni, i njihove karakteristike
i svojstva dati su takode u ovom poglavlju. Definisan je pojam impulsnog odziva
sistema i nacin kako se na osnovu te karakteristike odreduje odziv na svaku
pobudu primenom matematicke operacije konvolucije. Na kraju je opisana
reprezentacija diskretnog sistema preko linearnih diferencinih jednacina sa
konstantnim koeficijentima i pomocu blok dijagrama.

1.2 Osnovni koncept digitalne obrade signala

Na ovom mestu korisno je dodatno prosiriti definiciju sistema tako da ona
obuhvata ne samo fizicke uredaje, ve¢ i softverske realizacije operacija nad
signalom. U Sirem smislu, digitalni sistem moze biti implementiran kao
kombinacija digitalnog hardvera i softvera, pri cemu svaki od njih izvrSava svoj
skup definisanih operacija.



Digitalna obrada signala

Generalno, sistem se karakteriSe prema tipu operacije koju vrsi nad
signalom. Takve operacije se obi¢no nazivaju obradom signala. Na primer, ako je
operacija linearna, sistem se naziva linearnim. Ako je operacija nelinearna, sistem
se smatra nelinearnim.

Pojednostavljena blok Sema koncepta sistema za digitalnu obradu
analognih signala prikazana je na slici 1.1. Posto su mnogi signali koji se susrecu
u praksi analogni, neophodno je da se ti signali prvo pretvore u digitalni oblik pre
nego se procesiraju pomocu digitalnih sistema. Analogni signal se uz pomo¢ C/D
(eng. continuous to discrete) bloka transformiSe u diskretni signal, pa se nadalje
koriste alati digitalne obrade signala kako bi se generisao zeljeni izlazni signal.
Ukoliko je potreban izlazni signal u analognoj formi, potrebno je izvrsSiti
konverziju diskretnog (obradenog) signala u analogni koris¢enjem D/C (eng.
discrete to continuous) bloka.

Slika 1.1 Blok Sema sistema za digitalnu obradu signala.

Diskretni sistemi se najcesce realizuju primenom digitalne tehnike, ali se
ponekad koriste i druge tehnologije. Sistemi za digitalnu obradu signala (eng.
digital signal processor - DSP) koriste softverske alate, digitalno procesiranje i
algoritme, zbog Cega imaju visok stepen fleksibilnosti, manju interferenciju i
nema izobliCenja signala u razli¢itim primenama. Medutim, i pored toga,realni
DSP sistemi i dalje zahtevaju minimalnu analognu obradu (kao $to su anti-aliasing
filtri za ograni¢avanje i rekonstrukcioni filteri), koji su neophodni za pretvaranje
informacija iz stvarnog sveta u digitalni oblik i obrnuto — iz digitalnog oblika
nazad u informacije stvarnog sveta. Blok Sema realnog DSP sistema za digitalnu
obradu signala, koja ukljucuje i blokove za analognu obradu, prikazana je na slici
1.2.

Analog Band-limited Digital Processed Output Analog
input signal signal digital signal signal output
) Analog .| a DS . » | Reconstruction >

filter ADG processor DAC filter

Slika 1.2 Blok Sema sistema za digitalnu obradu signala sa dodatnom
analognom obradom.

Obicno se koristi pretvaraC (npr. senzor) da bi se neelektri¢ni signal
pretvorio u analogni elektricni signal (npr. napon). Taj analogni signal se zatim
prosleduje analognom filteru, koji se koristi za ogranicavanje frekvencijskog
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opsega analognog signala pre procesa odabiranja i diskretizacije. Svrha filtriranja
je znacajno umanjenje izobli¢enja, u strucnoj literaturi, poznatog i kao aliasing,
koje ¢e biti detaljnije objasnjeno u narednim poglavljima. Signal sa ograni¢enim
frekvencijskim opsegom na izlazu iz analognog filtera se zatim diskretizuje i
konvertuje u digitalni signal pomocu analogno-digitalnog konvertora (eng.
analogue to digital convertor - ADC), ¢ime se dobija signal koji je diskretan i po
vremenu i po amplitudi.

1.3 Kontinualni i diskretni signali

Kontinualni signali predstavlja signale ¢ije su vrednosti definisane u
svakom trenutku, odnosno funkcija koja predstavlja signale jeste neprekidna
funkcija vremena. Dodatno, ako amplitude signala mogu uzimati proizvoljnu
vrednost iz dozvoljenog opsega, signal se naziva analogni signal. Primer
analognog signala (prostoperiodi¢ni signal kruzne ucestanosti wg) prikazan je na
slici 1.3.

(t
o

o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
t

Slika 1.3 Analogni prostoperiodicni signal — primer.

Diskretni signali su definisani samo u odredenim, specificnim
(diskretnim) vremenskim trenucima. Te diskretne vrednosti nezavisne
promenljive vremena ne moraju biti ravnomerno rasporedene, ali se u praksi
najcesce uzimaju u jednakim vremenskim intervalima zbog racunske prakti¢nosti
i implementacije. Primer diskretnog prostoperiodi¢nog signala (koji je formiran
diskretizacijom analognog prostoperiodi¢nog signala iz prethodnog primera 1.3)
prikazan je na slici 1.4.
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Slika 1.4 Diskretan vremenski signal dobijen diskretizacijom signala iz primera
1.3.

Amplituda diskretnog signala moze biti kontinualna ili diskretna. Ukoliko
je izvrSena kvantizacija amplitude diskretnog signala dobijeni signal se naziva
digitalni signal. Na slici 1.5 prikazan je primer diskretnog i digitalizovanog
signala.

© Digkretan signal
Digitalni signal

08

06

0z

02t
04}
06t
08t

Slika 1.5 Digitalizovani diskretan signal — primer.

Analogni signal, koji je potrebno obraditi, pretvara se u digitalni signal
odabiranjem u diskretnim vremenskim trenucima, ¢ime se dobija diskretno-
vremenski signal, a zatim se vrSi kvantizacija njegovih vrednosti na skup
diskretnih vrednosti. Kvantizacija je proces pretvaranja, odnosno aproksimacije
signala sa kontinuiranim vrednostima amplitude, u signal sa diskretnim
vrednostima amplitude. Primer formiranja digitalnog na osnovu analognog
signala kroz faze odabiranja (eng. sampling) i kvantizacije (eng. quantization) dat
je naslici 1.6.
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analog signal

W

sampln/ quaniization

«[e], time-discrete signal aglt) quantized signal
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Slika 1.6 Formiranje digitalnog signala — primer.

Odabiranje analognog signala u praksi se naj¢e$¢e obavlja pomocu
analogno-digitalnog (A/D) konvertora. Vecina signala koji se susrecu u nauci i
inZenjerstvu su analogne prirode. To znaci da su signali funkcije kontinualne
promenljive, kao Sto su vreme ili prostor, sa vrednostima koje se menjaju u
neprekidnom opsegu. Takvi signali se mogu direktno obradivati odgovaraju¢im
analognim sistemima (kao Sto su filteri ili spektralni analizatori) ili mnozacima
frekvencije, u svrhu promene njihovih karakteristika ili izdvajanja Zzeljenih
informacija. U tom slucaju kaZzemo da je signal obraden direktno u svom
analognom obliku, odnosno i ulazni i izlazni signali su u analognom formatu.
Alternativni metod za obradu analognog signala predstavlja digitalna obrada
signala. Da bi se obrada izvrsila koris¢enjem alata digitalne obrade, potreban je
interfejs izmedu analognog signala i digitalnog procesora. Taj interfejs se naziva
A/D konvertor. Izlaz iz A/D konvertora je digitalni signal koji je pogodan kao ulaz
za digitalni procesor signala (DSP). Obradeni signal digitalnog formata se na kraju
konvertuje u analogni primenom D/A (eng. digital to analog) konvertora, §to je
prikazano na slici 1.7.

i

oV

» A/D DSP D/A >
Analog input Digital input —“Modified output Analog output
signal | samples samples 1 signal
i i
i i
Analog domain | Digital domain | Analog domain
I I
T T
I 1

Slika 1.7 Digitalna obrada analognog signala.

Uobicajeno je da se vremenska t osa posmatra kao nAT, odnosno samo
n, pri ¢emu je T perioda odabiranja signala, AT je rastojanje na vremenskoj osi
izmedu susednih odbiraka, a n ceo broj. Dakle, diskretni signal se moze
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matematicki predstaviti kao niz brojeva (realnih ili kompleksnih) ¢ije amplitude
mogu uzimati kontinualne vrednosti. Da bi se naglasila diskretno-vremenska
priroda signala, takav signal se oznaCava sa

{x[n]}, N; <n < N,. (1.1)

Viticaste zagrade {} se koriste da oznace niz u celini, a x[n] oznacava n-
ti ¢lan (element) niza. Gornja i donja granica niza, N; i N, respektivno, mogu biti
konacne ili beskona¢ne. Duzina niza se racuna kao N, — N; + 1, i u zavisnosti od
vrednosti N, i N; moze biti konacna ili beskona¢na. Diskretan niz se moze
formirati na mnogo nacina (npr. definisan kao linearni niz, pomoc¢u rekurzivne
formule, uniformno odabiranje kontinualnog signala, itd.). Cesto se diskretni
signali formiraju uniformnim odabiranjem analognog signala x(t) sa periodom
odabiranja od T sekundi, tj.

x[n] = x(nT) = x(t)|=pr» n =0, £ 1, £2,... (1.2)

Niz koji ima konacan broj ¢lanova, {x[n], n = 0,1,2, ..., N — 1} moZe se
predstaviti i kao vektor (matrica — kolona), tj.

T
xy=[xo X1 %3 o Xn_1 ], (1.3)
gde [---]7 ozna¢ava operaciju transponovanja.
1.4 Operacije sa diskretnim signalima i nizovima

Za analizu diskretnih signala, odnosno nizova, koriste se slede¢e racunske
operacije sa nizovima: sabiranje i mnozenje nizova, pomeranje niza i mnozenje
niza konstantom.

Sabiranje ili mnoZenje nizova se obavlja tako $to se sabiraju ili mnoze
odgovarajuci elementi nizova, uz uslov da duzine nizova moraju da bude jednake.
Mnozenje niza {x[n]} konstantom c se vr$i tako §to se svaki ¢lan niza mnoZi sa c.
Pomeranje niza {x[n]} za neku vrednost n,, pri ¢emu je n, ceo broj, rezultira
dobijanjem pomerenog niza {y[n]} tako da vazi sledeca relacija izmedu ¢lanova
niza:

y[n] = x[n —ny]. (1.4)

Pomeraj n, je naj¢esce pozitivan, pa se zato operacija pomeranja niza
naziva kasnjenje niza.
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1.4.1 Tipicni diskretni signali

U ovom odeljku bi¢e definisane i prikazane neke posebne diskretne

sekvence koje nalaze Siroku primenu u praksi.

Jedini¢ni impuls (poznat i kao Dirakov impuls ili delta impuls) u oznaci
{&[n]} je niz koji ima samo jedan nenulti element, i definisan je slede¢im izrazom:

8n] = {é "o (1.5)

Graficki prikaz jedini¢nog impulsa dat je na slici 1.8.

1~

d[n]

Slika 1.8 Jedini¢ni impuls §[n].

Funkecija jedini¢nog impulsa ima jedini¢nu amplitudu samo za n=0, dok
je u ostalim tackama vrednost nula. Jedini¢ni impuls ima veliki zna¢aj u analizi
diskretnih signala.

Pomeren jedini¢ni impuls (zakas$njen za ny) definisan je izrazom:
1, n=n
S[n —nyl = {0’ n % ny (1.6)
Pomeren jedini¢ni impuls (na primeru pomeraja u desno, n=2) prikazan

je naslici 1.9.
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d[n-2]

Slika 1.9 Pomeren jedini¢ni impuls za n =2.

Najvaznija karakteristika jedini¢nog impulsa je osobina selektivnosti
(izdvajanje za n = k), zahvaljujuci kojoj se n-ti ¢lan niza moze predstaviti u
formi:

x[n] = £, x[k18[n — K] (1.7)

Jedini¢ni odsko¢ni niz, {u(n)} se Cesto naziva i diskretna Hevisajdova
(eng. Heaviside) funkcija. Prema definiciji ima sve elemente nula za n<0, a sve
jedinice za n =0, odnosno:

uln] = {é: Z i g (1.8)

Na slici 1.10 prikazan je jedini¢ni odskoc¢ni niz, dok je primer pomerenog
jedini¢nog odsko¢nog niza (n=2) prikazan na slici 1.11.

1

u[n]

Slika 1.10 Jedini¢ni odsko¢ni niz u[n].
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u[n-2]

-1 0 1 2 3 4
n

Slika 1.11 Pomeren jedini¢ni odsko¢ni niz u[n — 2].

Za analizu je od interesa interpretacija jedinicnog odsko¢nog niza preko
jedini¢nog impulsa, odnosno:

uln] = ¥k-—o 6[k], (1.9)
ili njegovog pomerenog oblika:
uln] = Xg=,6[n — k] (1.10)
Sinusni i Kosinusni niz, {x[n]} definiSu se kao:
x[n] = sin (wn), (1.11)
odnosno
x[n] = cos (wn), (1.12)
gde w u oba izraza predstavlja kruznu frekvenciju, datu u [rad] ili [rad/odbirku].

Eksponencijalni niz se definise kao:

_(a", n=0
glnl —{0’ n<0" (1.13)

Ukoliko je a realna konstanta takva da je |a|<I, u pitanju je opadajuci
realni eksponencijalni niz.

10
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Primeri sinusoidalnog i eksponencijalnog diskretnog niza prikazani su na
slikama 1.12 1 1.13, respektivno.

I :
‘ lu“ll

Slika 1.13 Eksponencijalni diskretni signal.

Prostoperiodi¢ni nizovi (sinusni i kosinusni) imaju jednu vrlo vaznu
osobinu koja ih ¢ini pogodnom za izvodenje Furijeove transformacije diskretnih
nizova, a to je periodi¢nost. Diskretan niz {x[n]} je periodi¢an ukoliko ispunjava
uslov:

x[n] = x[n + NJ, (1.14)

gde je N ceo broj i oznacava periodu ponavljanja diskretnog periodi¢nog signala.
Vazno je napomenuti da svaki diskretan sinusni ili kosinusni signal ne mora biti i
periodican. Uslov periodi¢nosti za disketan sinusni signal je slede¢i:

sin(won) = sin(wy(n + N)) = sin(wen + woN) = wy = 2kr/N, (1.15)

gde je k ceo broj. Primer periodi¢nog sinusnog niza za k=2 i N=7 dat je na slici
1.14.

11
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Slika 1.14 Sinusni periodiéni niz, w = 47”

Sinusni 1 kosinusni diskretni nizovi imaju jo§ jednu interesantnu
karakteristiku. Skup svih vrednosti koje kruzne frekvencije sinusnog ili
kosinusnog niza mogu imati nalaze se u opsegu —n < w < 7, odnosno vazi:

cos(w,n) = cos((w; + 2mm)n) = cos (w,n). (1.16)

Time je pokazano da se sve vrednosti sinusnih i kosinusnih diskretnih
signala mogu predstaviti u funkciji w u opsegu [-m, 7].

Ono na $ta bi trebalo obratiti paznju prilikom odabiranja signala jeste
preklapanje spektra. U literaturi se odomacio engleski termin aliasing, ili u
bukvalnom prevodu lazno predstavijanje. U slede¢im poglavljima ¢e se Citaoci
upoznati sa potrebnim uslovima za pravilno odabiranje signala. Na slici 1.15
prikazan je primer dva razliCita kontinualna signala, sa jednakim diskretnim
signalima (koriste se iste frekvencije odabiranja).

12
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Slika 1.15 Primer dva razli¢ita kontinualna signala sa istim diskretnim
signalima.

1.5 Linearni vremenski invarijantni sistemi

Diskretni sistem definiSe se kao preslikavanje koje transformiSe jedan
diskretni signal (ulaz, pobuda) u drugi pozeljan diskretan signal (izlaz, odziv).
Jednostavan koncept diskretnog sistema prikazan je na slici 1.16.

x[n] o yln]

Slika 1.16 Koncept diskretnog sistema.

Diskretan sistem definisan je operatorom ®{:---}. On opisuje ulazno-
izlaznu relaciju kojom se vrsi preslikavanje ulaznog signala {x[n]} u izlazni signal
{y[n]}, odnosno oznacava da se za izracunavanje jednog ¢lana niza {y[n]} koriste
svi ¢lanovi niza {x[n]}. Operator je odreden samim diskretnim sistemom, i moze
biti definisan u vremenskom ili frekvencijskom domenu.

U odnosu na osobine operatora ® definiSu se razliCite klase diskretnih
sistema. Od posebnog su interesa linearni vremenski invarijantni (eng. linear time
invariant, LTI) sistemi koji su stabilni i kauzalni. U nastavku ¢e biti razmotrene
ove osobine.

13
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Linearnost diskretnih sistema:

Linearni sistem je prikazan na slici 1.17, gde y;(n) predstavlja izlaz
sistema za ulaz x; (n), a y,(n) izlaz sistema za ulaz x,(n).

xy(n) y4(n)

> System ———

xl0) of system [—270, 2(n)
axq(n)+ Bxy(n) ay,(n)+ By.(n)

* System —

Slika 1.17 Diskretni linearni sistem.

Slika 1.17 ilustruje da je odziv linearnog sistema na pobudu koja je data
kao tezinski zbir pojedina¢nih pobuda ax;(n) + Bx,(n) jednak istom takvom
tezinskom zbiru pojedina¢nih odziva na odgovarajuce pojedinacne pobude, tj.:

y(m) = ay;(n) + By (n), (1.18)

gde su a i f§ proizvoljne konstante. Linearnost znaci da u sistemu vazi princip
superpozicije, kao §to je prikazano u izrazu (1.18), odnosno da su zadovoljeni
uslovi homogenosti i aditivnosti. Odziv sistema na bilo koji ulaz moze se
predstaviti kao superpozicija (zbir) odziva na pojednostavljene ulaze. Princip
superpozicije omogucava da se slozeni signali razloze na jednostavnije
komponente, odzivi izracunaju pojedinacno, i zatim saberu da bi se dobio konacan
odziv. Ovo je klju¢no za analizu i dizajn LTI sistema, posebno u elektronici,
obradi signala i komunikacionim sistemima.

Primer 1.1: Posmatrajmo diskretan sistem u formi digitalnog pojacavaca
¢ija je odziv y(n) = 10x(n), odnosno odziv se izratunava tako $to se pobuda
pomnozi sa koeficijentom 10. Ulazi x;(n) = u(n) (jedini¢ni odsko¢ni signal) i
x,(n) = §(n) (jedini¢ni impuls) generiSu izlaze y;(n) = 10u(n) i y,(n) =
104 (n), respektivno.

Na ulaz u sistem dovedi se signal koji je rezultat superpozicije ova dva
ulazna signala u formi

x(n) = 2x,(n) + 4x,(n) = 2u(n) + 46(n). (1.19)

14
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Izlaz na kombinovani ulazni signal se dobija kao:
y(n) = 10x(n) = 20x;(n) + 40x,(n) = 20u(n) + 405(n). (1.20)
Ako sa druge strane analiticki izraCunamo izraz:
2y, (n) + 4y,(n) = 20u(n) + 406(n), (1.21)

lako se izvodi zakljucak da su izrazi (1.20) i (1.21) identi¢ni, odnosno da
je dati sistem linearan i da vazi princip superpozicije.

Citaocima se ostavlja za vezbu da ispitaju linearnost sistema definisanog
ulazno-izlaznom relacijom: y(n) = x2(n).

Vremenska invarijantnost diskretnih sistema:

Vremenski invarijantan sistem prikazan je na slici 1.18, gde je y;(n)
odziv sistema na pobudni signal x;(n). Prema definiciji, sistem je vremenski
invarijantan (nepromenljiv) ako pomeraj ulaznog niza za ny, x,(n) = x;(n — ngy)
rezultira istim takvim pomerajem izlaznog niza, y,(n) = y;(n — ny).

Xy(n) ¥y(n)
—* System —
Xo(n)=x;(n—ng) Yo(n)=yy(n—ng)
J——JJ—L n LLH
f—] ) fe—s ]
ng  Shifted by np samples ng  Shifted by np samples

Slika 1.18 Ilustracija vremenski invarijantnog sistema.

Digitalni pojacavac iz prethodnog primera 1.1 predstavlja vremenski
invarijantni sistem, $to je lako utvrditi.

15
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Kauzalnost diskretnih sistema:

Kauzalni sistem je onaj u kome izlaz y(n) u trenutku n zavisi samo od
trenutnog ulaza x(n) u tom istom trenutku, kao i od prethodnih vrednosti ulaza,
kao §to su x(n — 1), x(n — 2), itd. U suprotnom, ako izlaz sistema zavisi od
buducih vrednosti ulaza, kao Sto su x(n + 1), x(n + 2) itd., sistem je nekauzalan.
Nekauzalan sistem se ne moze realizovati u realnom vremenu.

Primer 1.2: Sistem opisan izrazom y[n]=x[n+ 1]+ x[n] je
nekauzalan, jer n-ti ¢lan niza {y[n]} zavisi od tekuc¢eg i buducéeg ¢lana niza {x[n]}.

Sistem opisan izrazom: y[n] = x[n] + 2x[n — 1] je kauzalan, jer n-ti
¢lan niza {y[n]} zavisi od tekuéeg i prethodnog ¢lana niza {x[n]}.

Stabilnost diskretnih sistema:

Za prakti¢ne primene od interesa su samo stabilni sistemi. Za diskretan
sistem kazemo da je stabilan ako i samo ako ograni¢en ulazni niz prouzrokuje
ogranicen izlazni niz. Odnosno, niz {x[n]} je ograni¢en ako postoji neka konacna
pozitivna vrednost A za koju je:

|x[n]| < A, za svako n. (1.22)

Ako je sistem stabilan onda mora postojati neka odredena konacna
vrednost B za koju vazi sledeca relacija:

|y[n]] < B, za svako n. (1.23)

Sistem digitalnog pojacavaca (primer 1.1) predstavlja primer stabilnog
sistema, §to je lako dokazati i ostavlja se ¢itaocima za vezbu.

1.5.1 Linearne diferencne jednacine sa konstantnim koeficijentima
Zbog prakti¢ne primene, od posebnog znacaju su sistemi koji su linearni

i vremenski invarijantni. Takav sistem moZe se opisati preko linearnih
diferencnih jednacina sa konstantnim koeficijentima koje imaju opsti oblik:

Y=o bryln — k1 = Xilo apx[n — k], (1.24)
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gde ay,...,ay 1 by,...,by predstavljaju konstantne koeficijente diferencne
jednacine. Ovakva diferencna jednacina nema jednoznacno resenje, ve¢ postoji
ceo set reSenja, Sto znaci da se moraju definisati pocetni uslovi u cilju reSavanja.
Kao logi¢an izbor za pocetan uslov, namece se kauzalnost.

Ukoliko je linearni vremenski invarijantan sistem kauzalan, diferencna
jednacina koja ga opisuje pise se u obliku:

yInl = E¥lo arx[n — k] — Z¥=; bryln — k] (1.25)

gde je by = 1. Iz jednaline je ocigledno da trenutni izlaz y(n) zavisi od
prethodnih odbiraka y(n — 1),...,y(n — N), od trenutnog odbirka x(n), kao i od
od prethodnih ulaznih odbiraka x(n — 1),...,x(n — N). Za ovakav sistem kaze se
da je rekurzivan. Ovakve sisteme nazivamo sistemi sa kona¢nim impulsnim
odzivom (eng. Finite impulse response, FIR).

Linearni vremenski invarijantni sistem u vremenskom domenu potpuno
je opisan svojim impulsnim odzivom, u oznaci h(n), koji se definiSe kao odziv
sistema na jedinicni impuls {§(n)}, uz pocetne uslove jednake nuli, kao Sto je
prikazano na slici 1.19. Reprezentacija linearnog vremenski invarijantnog sistema
preko tako dobijenog impulsnog odziva data je na slici 1.20.

8[n]

—

h[n]
—>

Linearni vremenski
invarijantan sistem

Slika 1.19 Odziv sistema na jedini¢ni impuls.

x[n] - y[n]
— h[n] L,

Slika 1.20 Prikaz LTI sistema preko impulsnog odziva.
Generalno, Sto je izuzetno vazno sa aspekta prakticne primene i

implementacije, izlazni niz ovakvog sistema moze se izracunati kao konvolucija
izmedu ulaznog niza i impulsnog odziva sistema, odnosno kao:

y(n) = &{x[n]} = x(n) * h(n) = Yr-_, x[k]h[n — k], (1.26)
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gde operator * konvencionalno oznaCava operaciju konvolucije dva niza.
Operacija konvolucije je komutativna, §to znaci da ¢inioci, tj. nizovi x[n] i h[n]
mogu da zamene svoja mesta. Takode, iz jednacine (1.26) je evidentno da to vazi
1 za kauzalne i nekauzalne sisteme.

Konvolucija dva niza kona¢ne duzine daje niz takode konacne duZzine, Ny,:
N, = Ny + N, — 1, (1.27)

gde N, i N, predstavljaju duzine ulaznog niza i impulsnog odziva sistema,
respektivno. Upravo prema duzini impulsnog odziva razlikuju se dve klase
sistema. To su sistemi sa kona¢nom duzinom impulsnog odziva — FIR sistemi 1
sistemi sa beskonaénom duzinom impulsnog odziva (eng. Infinite Impulse
Response, 1IR).

1.5.2 Stabilnost 1 kauzalnost LT1 sistema

Sa aspekta projektovanja i implementacije od posebnog interesa su
stabilni i kauzalni linearni vremenski invarijantni sistemi. Stabilan sistem je onaj
kod kojeg svaki ograni¢eni ulazni signal na izlazu proizvodi ograniceni izlaz, tzv.
BIBO kriterijum (eng. Bounded Input Bounded Output). Ovo predstavlja samo
jednu od definicija stabilnosti. Iz prakti¢nih razloga osobine stabilnosti i
kauzalnosti sistema se proveravaju preko impulsnog odziva (kako se ne bi
proveravalo za sve pojedinacne ulazne signale). Da bi sistem bio stabilan potreban
i dovoljan uslov koji mora ispunjavati njegov impulsni odziv je slede¢i:

S =¥ _wlh(k)] < o, (1.28)

pri cemu S predstavlja parameter koji se naziva faktor stabilnosti. Dakle, sistem
je stabilan ukoliko je njegov faktor stabilnosti konacan broj. Na slici 1.21
ilustrovan je primer stabilnog LTI sistema.

a(n) h(n)
A !|ITle n

Linear stable
system

Slika 1.21 Primer stabilnog LTI sistema.
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Kako impulsni odziv predstavlja odziv na jedini¢ni impuls, koji ima samo
jedan nenulti elemenat (za n=0), LTI sistem je kauzalan ukoliko njegov impulsni
odziv zadovoljava sledeci uslov:

h(n) =0,zan < 0. (1.29)

U tom slucaju donja granica za konvoluciju jeste nula, odnosno izraz
(1.26) postaje:

y(n) = &{x[n]} = x(n) * h(n) = YXr_ox[klh[n —k].  (1.30)
Razvojem sume u izrazu (1.30), evidentno je da je za odredivanje svakog

pojedinacnog ¢lana izlaznog niza y[n] potrebno koristiti svaki ¢lan ulaznog niza
x[n], odnosno:

y[0] = x[0]h[0], (1.31)
y[1] = x[0]h[1] + x[1]A[0], (1.32)
y[2] = x[01h[2] + x[1]A[1] + x[2]h[0], ... (1.33)

1.5.3 Blok dijagram diskretnih sistema

Za dati impulsni odziv, izlaz sistema je zbir proizvoda koeficijenata
impulsnog odziva i odgovaraju¢ih odbiraka ulaza, Sto se naziva digitalni
konvolucioni zbir. Digitalni konvolucioni zbir, koji zapravo predstavlja DSP
sistem, moze se izraCunati na tri nacina: grafickom metodom, razvojem formule i
tabelarnom metodom. Graficko predstavljanje jednaCina se vrSi preko blok
dijagrama, tako $to se uvode simboli za osnovne operacije (kasnjenje, sabiranje i
mnozenje), $to je prikazano na slici 1.22, respektivno.

S
x1[n]

a

xa[n] [ —
x[n] yIn]=x[n-1] y[n=Zxi[n]
T x3[n] !
x[n] yln]=ax(n]

x4[n]
xs|n)

a

Slika 1.22 Prikaz osnovnih operacija (kasnjenje, sabiranje i mnoZenje,
respektivno).
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Primer 1.3 Graficki prikazati blok dijagram diferencne jednacine sistema
prvog reda opisanog diferencnom jednacinom:

y[n] = apx[n] + ayx[n — 1] — byy[n — 1]. (1.34)

ReSenje: Blok dijagram LTI sistema opisanog diferencom jednac¢inom
(1.34) prikazan je na slici 1.23.

T x(n-1)ta1
X(n) | D _ :
ao T_dz(n-_” T q_l—v

Slika 1.23 Blok dijagram sistema prvog reda.

Rezime

Ovo poglavlje daje pregled osnovne teorije diskretnih signala (sekvenci)
i diskretnih sistema. Citaocima su data bliZa obja$njenja o naginima reprezentacije
diskretnih signala i sistema. Obrada signala u vremenskom domenu, odnosno
odziv diskretnog sistema izracunava se primenom osnovnih matematickih alata i
operacija nad diskretnim nizovima, koji predstavljaju ulazne (pobudne) signale.
Od posebnog je interesa klasa diskretnih sistema, koji su linearni i vremenski
invarijantni (LTI) i koji su stabilni i kauzalni. Odziv LTI sistema u vremenskom
domenu dobija kao rezultat konvolucije ulaznog (pobudnog) signala i impuslnog
odziva diskretnog sistema.

Citaoci se upoznaju sa osnovnim konceptom digitalne obrade signala.
Signal se definiSe kao funkcija jedne ili viSe osnovnih promenljivih i nosilac je
odredene informacije. Navedene su razlike izmedu analognih, diskretnih i
digitalnih signala, uz opis procesa diskretizacije i kvantizacije, kao i potrebne
funkcije konverzije C/D i D/C. Predstavljene su osnovne operacije nad diskretnim
nizovima, kao i tipi¢ne diskretne sekvence koje nalaze Siroku prakti¢nu upotrebu.
Diskretni sistemi se mogu reprezentovati preko linearnih diferencnih jednacina i
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blok dijagrama, pri ¢emu se razlikuju FIR i IIR sistemi. Poglavlje ukljucuje
prakticne primere i zadatke za vezbu, omogucavajuéi Citaocima da primene
teorijsko znanje u softverskim i numeri¢kim simulacijama.

Zadaci za vezbu

Zadatak 1. U programskom jeziku MATLAB generisati po pedeset
odbiraka diskretnih signala {x[n]} i {h[n]}, definisanih izrazima: x[n] =
0.8"u[n], h[n] = 0.6™u[n], gde u[n] predstavlja jedini¢ni odsko¢ni niz. Graficki
prikazati ova dva signala. Izra¢unati i grafi¢ki predstaviti izlazni signal {y[n]} koji
je dobijen konvolucijom signala {x[n]} i {h[n]}.

Zadatak 2. Ispitati linearnost, stabilnost i kauzalnost sistema definisanog
ulazno-izlaznom relacijom: y(n) = x?(n).

Zadatak 3. U programskom jeziku MATLAB formirati diskretne nizove
i predstaviti ih graficki:

2nn
yi[n] = cos (E),n =0,1,..,127

[n] = (2”5”) —01,..,127
y,[n] = cos 16 ,n=01,..,
2nl.6n
y3[n] = cos( ),n =01,..,127
16
[n] = si (zm> =01,..,127
valn] =sin{ oo ),n =01, ..,

Ispitati periodi¢nost datih nizova.

Zadatak 4. Ulazno-izlazna relacija kauzalnog sistema data je
diferencnom jednacinom:

yi[n] = x[n] + 0.6y[n — 1]
y,[n] = 2x[n] — 0.6y[n + 1]
Predstaviti blok dijagramom diferencnu jednacinu sistema prvog reda.
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Zadatak 5. Odrediti i graficki prikazati prvih trideset odbiraka izlaznog
signala kauzalnog sistema, koji je opisan diferencnom jednacina prvog reda iz
prethodnog zadatka, y[n] = x[n] + 0.6y[n — 1]. Sistem je pobuden nizom iz
prvog zadatka, x[n] = 0.8™u[n], gde u[n] predstavlja jediniéni odskoéni niz.
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